Flggvenyek, relaciok

A fuggvény sz6 sokak flilében ismerdsen hangozhat, és a gyakorlati életben gyakran
talalkozunk olyan kifejezésekkel, mint ,,dbrazoljuk ezt €s ezt ennek és ennek a fiiggvényében”
vagy ,,valami ennek vagy annak a fiiggvényében igy és igy valtozik”. Valdban, a kulonféle
tulajdonsagok ¢és kiilonosképpen a mennyiségek fiiggvényszerii kezelése a modern vildg
szerves részét képezi, és az is keresztilesik rajta, aki nem akar, vagy aki Ggy gondolja, hogy
6t ez nem érinti. Mé@gis ritkan akad ra alkalom, hogy tlzetesen atgondoljuk és megértsik,
egyaltalan mik azok a fuiggvények, hogyan viselkednek, és mi az oka, hogy ilyen nagy
gyakorlati jelentdségre tettek szert. Eppen ez lehet az oka annak, amit magantanarként
tapasztaltam, hogy sokaknak ziirzavaros vagy félreértelmezett asszociaciok jutnak eszébe: igy
egyesek a fliggvénygorbével, masok a hozzarendelési szaballyal, ismét masok egyenesen a
koordinéta rendszerrel azonositjak a fliggvény fogalmat. Ez pedig altalaban nem az 6 hibajuk,
mert egyszeriien nem volt id6 tisztazni ezeket a fogalmakat, hanem rogton alkalmazni kellett,
fuggvényt abrazolni, elemezni, stb. Ezért is dontéttem Ggy, hogy megirom ezt a cikket,
mellyel perceken belll tiszta vizet 6éntok a poharba, és nem csak arra kapunk véalaszt, hogy
mik azok a fuggvények, hanem arra is, hogy miért valtak ennyire sikeresse a gyakorlatban.

Alapfogalmak

El6szor is tisztazzuk a hozzarendelés fogalmat. Ehhez vegylink egy A alaphalmazt és
egy B képhalmazt. A halmazok barmilyen elemeket tartalmazhatnak, nem sziikséges tehat,
hogy az elemek szamok legyenek: lehetnek akar targyak, él61ények, tulajdonsagok, vagy
barmilyen egyéb, elemkent felsorolhato részei a valésagnak. Lényeg, hogy mindkét halmaz
tartalmazzon elemeket (legalabb egyet), vagyis A és B nem (res halmazok.

Ekkor A halmazbeli elemekhez B halmazbeli elemeket rendelink: ezt nevezziik
hozzarendelésnek vagy latin széval relaciénak.

1. abra: Hozzarendelés abrazolasa Venn-diagramon

Maga a hozzarendelés tovabb nem oszthato alapfogalom, akarcsak a pont vagy az egyenes:
értjuk, hogy mit jelent, de tovabb mar nem tudjuk magyarazni, egész egyszeriien
hozzarendeljik az alaphalmazbeli elemhez valamely képhalmazbeli elemet, mint pl. egy
kutydhoz hozzarendeljiilk a szdrszinét vagy egy autbhoz a rendszamat. Mar ezekbdl a



példakbol is érezhetjuk, hogy miért valtak a relaciok es kilondsképpen a fliggvenyek a
gyakorlati életben ennyire fontossd: ugyanis sok természetes jelenség, tulajdonsédg van,
amelyek osszetartoznak, és nem egymastdl fuggetleniil léteznek. Igy pl. dnmagaban véve
annak, hogy ,.kutya” illetve annak, hogy ,,fekete” joval kisebb a jelentdsége, mint annak, hogy
,»fekete kutya”. Vagy mésik példa: 6nmagaban véve az, hogy -30 °C, nem feltétleniil érdekes
a szamunkra, az viszont, ha Magyarorszagon van -30 °C, anndl is inkabb érdekes. Lathatjuk
tehat, hogy ami az igazi informacioval birt, az nem 6nmagaban véve a -30 °C, hanem az, hogy
ez a -30 °C Magyarorszaghoz tartozik: azt mondhatjuk tehat, hogy az orszagok és a
homérsékletek kozott relacid van, minden orszdghoz hozzarendeljilk az ott mért
homérsékleteket, és annak van valds informéciotartalma, hogy melyik orszaghoz melyik
homérséklet tartozik.

Ezutin térjlink r4d magara a fiiggvény fogalmara; ehhez eldszor definidljuk az
egyértelmii hozzarendelés fogalmat.

Egy hozzarendelés/relacio egyértelmii, ha minden alaphalmazbeli elemhez legfeljebb egy
képhalmazbeli elemet rendeliink.

Innen pedig mar adddik a fliggveny definicioja:
Az egyértelmii hozzarendelést fuggvénynek nevezziik.

Ebbdl rogton lathatjuk, hogy az 1. dbran szerepld hozzarendelés nem fiiggvény, hiszen van
olyan alaphalmazbeli elem, melyhez 2 képhalmazbeli elemet is rendeltiink. Azt is
észrevehetjik, hogy nem szikséges minden alaphalmazbeli elemhez barmit is rendelnink,
mint ahogy az sem sziikséges, hogy minden képhalmazbeli elem hozza legyen rendelve
valamihez. Lényeg, hogy legyenek olyan alaphalmazbeli elemek, melyekhez rendellink
valamit a képhalmazbodl, és amennyiben fliggvényt szeretnénk, akkor ez a hozzarendelés
legyen egyértelm@i. Fontos hangsulyozni, hogy az egyértelmiiség mindig a hozzarendelés
iranyaban értend6: vagyis minden alaphalmazbeli elemhez csak 1 képhalmazbeli elemet
rendeliink, ugyanakkor egy képhalmazbeli elem tobb alaphalmazbeli elemhez is hozzé lehet
rendelve, ettdl még a hozzarendelés fiiggvény marad. Igy példaul az alabbi hozzarendelés
fliggvénynek tekinthetd:

Teljesul ugyanis, hogy minden alaphalmazbeli elemhez, amelyhez egyaltalan rendeltlink



valamit, csak 1 elemet rendeltiink (ebben az esetben ez ugyanazt az 1 elemet jelenti).
De miért van a fuggvényeknek a relaciokon beldl is kitlintetett szerepe?

Ennek megértéséhez vegylik a kovetkezo példat. Egy szabadstrandon egy bizonyos helyen
bemegylink a vizbe; ¢s mikdzben egyre beljebb haladunk a partra merdlegesen, mérjiik a
parttdl vald tavolsagot és a vizmélyseget is. Ekkor azt mondhatjuk, hogy ha a parttdl vald
tavolsaghoz hozzarendeljiik a vizmélységet, ez egy fiiggvény, hiszen egyértelmi a
hozzarendelés: nem lehet ugyanazon a helyen egyszerre 1, méasfél és 2 méter mély is a viz.
Igy roviden azt is mondhatjuk, hogy a parttdl valé tavolsag fiiggvényében mérjiik a
vizmélységet. Azt is belathatjuk, hogy a fenti példa nem kolcsondsen egyértelmii
hozzérendelés, hiszen ha pl. a parttdl 10 méterre 1,5 méter mély a viz, lehet, hogy 15 méterrel
arrébb is ugyanannyi. Termeészetesen itt is lehet igénylnk arra, hogy megforditsuk a
hozzarendelést, és azt nézzik meg, hogy bizonyos vizmélységek a parttdél milyen tavolsagra
fordulnak eld: ebben az esetben viszont le kell mondanunk a fliggvényszer(i hozzarendelésrol:
nincs olyan Osszefiiggés, ami egyértelmlien megmondja, hogy a parttoél milyen tavolsagra 1,5
m mély a viz, lehet, hogy a parttol 10, 13 és 20 méterre is ekkora a vizmélység. Nézziink egy
maésik peldat. Az A alaphalmazban autdk, a B képhalmazban pedig rendszdmok vannak, €és
minden autbhoz hozzarendeljiik a rendszamat. Ez egyértelm@i hozzarendelés, hiszen minden
autéhoz egyértelmiien csak egy rendszam tartozik (illetve egy autora lehet tobb rendszamot is
tenni, de ebben az esetben a tulajdonos komoly birsagra illetve a forgalmi engedély
bevonasara szamithat ©). Ha megforditjuk a relacid iranyat, akkor a kovetkez6t kapjuk:
minden rendszdmhoz hozzarendeljiik azt az autét, amelyiknek 6 a rendszdma. Ez szintén
egyértelmli hozzarendelés, hiszen egy rendszamhoz csak egy auté tartozhat. Errdl a
hozzarendelésr6l tehat elmondhat6, hogy oda-vissza egyértelmii, vagyis nemcsak az igaz,
hogy egy alaphalmazbeli elemhez legfeljebb egy képhalmazbeli elemet rendeliink, hanem az
is, hogy minden képhalmazbeli elem legfeljebb egy alaphalmazbeli elemhez lett
hozzarendelve. Nyilvanvalo, hogy gyakorlati szempontbol célszerii az ilyen fliggvényeket
megkiilonboztetni azoktol, amelyek visszafelé nem egyértelmiiek (pl. a parttol vald tdvolsag
fliggvényében a vizmélység esete). Igy el is jutottunk a kolcsondsen egyértelmii fiiggvény
definiciojaig:

Kolcsonosen egyértelmiiek vagy mas szoval egy-egy értelmiiek (injektivek) azok a
figgvenyek, amelyekben minden képhalmazbeli elem legfeljebb egy alaphalmazbeli elemhez
lett hozzarendelve.

Itt az odafelé egyértelmiiséget mar nem kell hangstlyozni, hiszen a magéban a fliggvény
fogalmaban benn van. Ezen kivil még néhany fontos definiciéval adds vagyok, ezek kozé
tartozik az értelmezési tartomany, az értékkészlet, illetve a fliggd és fiiggetlen valtozo
fogalma. Ezek azért fontosak, mert segitségikkel gordulékenyen tudunk beszélni a
figgvényekrol, anélkiil, hogy hosszas koriilirasokba és magyarazkodasokba kellene
bocsatkoznunk. Kezdjik is az értelmezési tartomannyal:

Egy hozzarendelés értelmezési tartomanya azon alaphalmazbeli elemek 0sszessége,
melyekhez rendeltliink valamilyen képhalmazbeli elemet.



A definicid alapjan is latszik tehat, hogy korantsem feltétleniil az egész alaphalmaz jelenti az
értelmezési tartomanyt: lehetnek olyan alaphalmazbeli elemek, melyekhez a fliggvény vagy
relacio nem rendel semmit. Fontos hangsulyozni, hogy értelmezési tartoméanya nem csak a
fuggvényeknek, hanem minden reldciénak van. Az értelmezési tartomany jelentdségét
tanulményozhatjuk akar az autds példan: nem feltétlendl tartozik minden autéhoz rendszam
(pl. a hasznalatbdl kivont, de le nem bontott autdkrol rendszerint leszerelik a rendszamot,
ugyanis amig rajta van a rendszam, adot kell utana fizetni). Az értelmezési tartomanynak tehat
ezek az autok nem részei, hiszen nem rendelt hozzajuk a fliggvény semmit; ugyanakkor az
alaphalmaznak részei, mivel autok.

Egy hozzarendelés ertékkeszlete azon képhalmazbeli elemek 0Osszessége, melyeket
hozzarendeltik valamely alaphalmazbeli elemhez.

Az értekkészlet definicidja tehat az értelmezési tartomanyéval analog, és lathatjuk, hogy az
értékkészlet is messze nem feltétlentl a teljes képhalmazt jelenti: lehetnek pl. olyan
rendszamok, amelyeket még semmilyen autdra nem szereltek fel, ezek a képhalmaznak részei,
az értékkészletnek viszont nem.

Ezutan kovetkezzen az a két definicid, mellyel mar régéta adds vagyok, vagyis a
fliggvényszerli hozzarendelések két f6 komponense: a fliggetlen és a fiiggd valtozo.

Flggetlen valtozonak nevezzilk azon alaphalmazbeli elemeket, melyekhez a fliggvény
hozzarendelt valamilyen képhalmazbeli elemet.

Fiiggd valtozonak nevezziik azokat a képhalmazbeli elemeket, melyek hozza lettek rendelve
valamely alaphalmazbeli elemhez.

Az elnevezés szemléletes, hiszen valGban valtoznak, altaldban sokféle (akar végtelen sok)
értéket vehetnek fel. A fliggetlen valtozo azért fliggetlen, mert barmit vélaszthatunk az
alaphalmazbdl fliggetlen valtozonak, csak rajtunk malik, hogy mit valasztunk, azaz nem fiigg
semmitdl. A fliggd valtozo viszont mar nem lehet akdrmi: azt mar a fliggvény hozzéarendelési
szabalya mondja meg, hogy egy adott, altalunk valasztott fuggetlen valtozohoz milyen fiiggd
valtoz6 tartozik, tehat fligg attdl, hogy mit valasztottunk el6z6leg fliggetlen valtozonak.
Osszességében tehat elmondhatjuk, hogy a fiiggvényszerti hozzarendelések két f6
komponense a fliggetlen €s a fliggd valtozo; koztiik pedig a hozzarendelési szabaly teremt
kapcsolatot.

Jogosan merul fel a kérdés, hogy mindig a fliggetlen valtozot valasszuk elészor ki? A
valasz igen, hiszen a fiiggvény egész egyszeriien igy miikodik, ez a hozzéarendelés iranya,
azaz a fliggvény mindig a fiiggetlen valtozoéhoz rendeli a fliggd valtozoét, igy elobb mindig ki
kell valasztanunk egy elemet az alaphalmazbdl fliggetlen valtozénak, majd ehhez a fuggvény
hozzéarendel egy és csakis egy fliggd valtozot a képhalmazbol. Kivétel, ha olyan elemet
valasztottunk az alaphalmazbdl, mely az értelmezési tartomanynak nem eleme: utébbi esetben
a fliggvény nem rendel hozza semmit, azaz nem jon létre hozzéarendelés. Ugyanakkor arra is
utaltam, hogy a hozzarendelés iranyat megfordithatjuk, ebben az esetben pedig a kovetkezd
dolog torténik: ami az eredeti flggvényben a képhalmaz volt, az lesz az G fliggvény



alaphalmaza, a régi fliggvény alaphalmaza pedig az Uj fluggvény képhalmaza. A
hozzarendelési szabaly pedig a kovetkez6 lesz: minden elemhez rendeljik hozza azt az
elemet, melyhez az eredeti fiiggvény 6t hozzarendelte. Ezzel tulajdonképpen eljutottunk az
inverz fiiggvény fogalmahoz, a pontos definici6 a kdvetkezo:

Egy fliggvény inverze az a fuggvény, melyet Ugy kapunk, hogy az eredeti fliggvény
ertékkészletének minden eleméhez hozzarendeljiik azt az elemet, amelyhez ot az eredeti
fliggvény hozzarendelte.

Azt is mondhatjuk tehat, hogy szerepcsere tortént: az értékkészletbdl értelmezési tartomany
lett az értelmezési tartomanybol pedig értékkészlet; illetve a fuggetlen valtozo és a fuggé
valtozo is helyet cserélt, ami az eredeti fliggvényben fliggetlen valtozo volt, az az Uj
fliggvényben fiiggd valtozo lett és forditva. Vegylk észre azonban, hogy az itt leirtak csak
akkor mikodnek, ha az eredeti fliggvény értékkészletében levé minden elem csak egy
alaphalmazbeli elemhez lett hozzarendelve; kiillénben ugyanis a hozzarendelés megforditasa -
vagyis hogy mindegyikhez hozzéarendeljiuk azt, amihez hozza lett rendelve - mar nem lenne
egyértelmi, vagyis nem kapnank flggvényt. Magat az inverz flggvény elkészitését
invertdlasnak nevezzik, ekkor a fentiek alapjan megfogalmazhatjuk az invertalhatdsag
feltételét:

Eqgy fuggveny akkor és csakis akkor invertalhato, ha kblcsonosen egyértelmii.

Nézziink erre még egy konkrét példat. Koztudott, hogy kiilonféle szinii, fajtaju tehenek
vannak, pl. tarka, fekete-fehér, sziirke, stb. Ez alapjan felallithatunk egy olyan fliggvényt,
hogy minden tehénhez rendeljik hozz& a szinét. Ez valdban fliggvény, hiszen minden
tehénnek csak egy szine van, nem lehet egyszerre tarka is, fekete-fehér is, szirke is, ez
nyilvanval6. Visszafelé viszont nem egyértelm, hiszen ha azt tessziik fel kérdésként, hogy pl.
melyik tehénhez tartozik a tarka szin, akkor nagyon sok jé megoldas lesz, hiszen, akar csak ha
a vonatablakbdl kinéz az ember, lathatja, hogy nem csak egy tarka tehén van az orszagban.
Tehat azt mondhatjuk, hogy a fliggvény nem kdlcsondsen egyértelmii, és éppen emiatt nem is
invertalhato: az inverz fliggvény az lenne, hogy minden szinhez rendeljik hozza azt a tehenet
amelyiknek ilyen szine van, de ez nem lenne egyértelmii, mert nagyon sok tehénnek van
ugyanolyan szine. Viszont masképp is megkozelithetjik a problémat: rendeljik hozza minden
tehénhez a mintazatat. Azaz nem csupan azt, hogy milyen szine van, hanem azt, hogy
pontosan hogyan allnak a foltok, mekkora méretiiek stb. Ez viszont mar kolcsondsen
egyértelmili, mivel pontosan ugyanolyan mintdzata nincs két kiilonb6zd tehénnek; igy a
fliggveny invertalhato is, azaz mintazat alapjan egyértelmiien visszakereshetd, hogy melyik
tehénrdl van szo.

A gyakorlati ¢€letben és az elméleti matematikaban is kiilondsen nagy jelentségre
tettek szert a szdm-szam fliggvények. Ezek semmiben nem kulonboznek lényegileg az eddig
felsorolt fggvényektdl, csak annyi a specialitasuk, hogy szamokhoz rendelnek szamokat,
vagyis az alaphalmazban és a képhalmazban levé elemek is szamok. Vegyuk észre, hogy
rogton az elsd emlitett példa is ilyen volt, hiszen a parttdl vald tavolsag és a vizmélység is
szamszeriien megadhato adat, és ezek kdzott teremtett 0sszefliggést a hozzarendelés. A szam-
szam fuggvények annyiban kiilénlegesek még, hogy a hozzarendelési szabaly, amellett, hogy



szoveggel, koriilirassal tovabbra is megadhato, felirhatd matematikai miiveletek segitségével
is. Nézziink erre rogton egy példat!

Az f(x) = 3 fiiggvény korilirassal ugy fejezhetd ki, hogy minden szamhoz a 3-at rendeljuk.
Mivel barmilyen val6s sz&mhoz hozz4 tudjuk rendelni a 3-at, az értelmezesi tartoméany ebben
az esetben a teljes alaphalmaz, azaz a valds szdmok halmaza lesz. Ezt Ugy is felirhatjuk, hogy
x € R. A képhalmaz szintén a valos szamok halmaza, az értékkészlet viszont ebbdl egyediil a
3, mivel a val6s szamok kozll csak a 3-at rendeltiik hozza mindenhez. Maga az f(x) jel6lés is
elemzésre szorul. Az f betli a latin (és innen az angolba is atvett) ,,function” sz6bdl ered, ami
fiiggvényt jelent, de mivel a magyar ,,fliggvény” sz6 szintén f betiivel kezdddik, igy innen is
megjegyezheté. Az f egy miveletet jelol, ez a miivelet pedig nem mas, mint maga a
hozzarendelés. A mogotte levd zarojel az argumentumot jeloli, vagyis azt jelenti, hogy a
zarojelen beliil talalhato dolgokra vonatkozik a miivelet, jelen esetben a hozzarendelés. Ha ide
konkrét szamot irunk, akkor azt tudjuk meg, hogy ehhez a konkrét szdmhoz mit rendel a
fuggveny; a fenti fuggvényben pl. f(5) azt mondja meg, hogy az 5-h6z mit rendel a
fuggvény, ez jelen esetben 3, hiszen ez a fliggvény mindenhez 3-at rendel. Az x a
matematikaban ismeretlent jeldl, vagyis azt jelenti, hogy barmilyen szamot irhatunk a helyére
az alaphalmazbol. Az f(x) = 3 jel6lés tehat azt jelenti, hogy barmilyen szamot is vegyink az
alaphalmazbdl, a fiilggvény mindegyikhez a 3-at fogja rendelni. Erdemes invertalhatosag
szempontjabol is megvizsgalni a flggvényt. Mivel minden valés szdmhoz ugyanazt az egy
szamot, a 3-at rendeli, igy nyilvanvald, hogy nem lesz invertalhatd, hiszen ha a 3-hoz hozzé
akarnank rendelni minden olyan szdmot, amihez 6 hozza lett rendelve, akkor az Gsszes valos
szamot hozzarendelhetnénk, vagyis visszafelé nem egyértelmii (emellett a tobbi szdmhoz meg
nem tudnank semmit rendelni, de ez ebbdl a szempontbol nem Iényeges).

Vegylnk egy masik példat, legyen az f(x) = 2x fuggvény: eszerint minden valés szamhoz
hozzéarendeljuk a 2-szeresét. Ez nyilvanvaléan fuggvény, hiszen minden szamnak
egyértelmiien csak egy bizonyos szam lehet a 2-szerese. Mas részrdl kolcsondsen egyértelmii
is, mivel biztos, hogy 2 kiilonb6z6 szdmnak a 2-szerese is kiilonboz6 lesz; azaz minden
képhalmazbeli elem csak 1 alaphalmazbeli elemhez lett hozzarendelve. Ha megforditjuk a
hozzarendelés iranyat, akkor a kovetkezé fiiggvényt kapjuk: rendeljiik hozza minden szdmhoz
azt a szamot, aminek 6 a 2-szerese. llyen szdmot minden sz&m esetén talalunk, méghozza

minden szamnak a fele az a szam, aminek 6 a 2-Szerese. Tehat az inverz fuggvény az lesz,

hogy minden szamhoz rendeljilk hozza a felét, képlettel lefrva f(x) == . Szakszéval azt is

2
mondhatjuk, hogy az f(x) = 2x fliggveny szlrjektiv leképezés, mivel minden képhalmazbeli
elem hozza lett rendelve valamihez, hiszen minden valés szdmhoz talalunk olyan szamot,
amelynek 6 a 2-szerese. Azt is lathattuk, hogy a fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, azaz
idegen szoval élve injektiv. Azokat a fliggvényeket, melyek egyszerre injektivek és
szlrjektivek, bijektivnek nevezzik. Az f(x) = 2x fuggvény tehat bijektiv, ami rdviden
0sszefoglalva annyit jelent, hogy az 0sszes alap- és képhalmazbeli elem Gsszeparosithatd a

fuggvény altal.

Kovetkez6 példank legyen az f(x) = 3x + 1 flggvény, mely minden szamhoz a 3-szorosanal
1-gyel nagyobb szdmot rendeli. Az el6z6h6z hasonld meggondolasokkal itt is belathatd , hogy



a fliggvény kolcsonosen egyértelmi, sét bijektiv, inverze pedig az f(x) = xT_l fuggvény.

Meglehetdsen tanulsagos az f(x) = x? fiiggvény, mely minden szdmhoz a négyzetét rendeli.
A hozzarendelés egyértelmi, hiszen minden szdmnak csak egy négyzete van, tehat valoban
fliggvennyel van dolgunk. Nézziik, mi a helyzet a kdlcsonds egyértelmiiséggel! Forditsuk meg
a hozzarendelést, vagyis rendeljiik hozza minden szamhoz azt a szamot, aminek 6 a négyzete.
Egyrészt rogton lathatjuk, hogy az eredeti fliggvény nem szirjektiv, hiszen a negativ szdmok
semminek nem a négyzetei, mivel ha barmit négyzetre emeliink, az eredmény csak pozitiv
szdm vagy O lehet; eszerint tehat a képhalmaz nem minden eleme része az értékkeszletnek.
Masrészt viszont azt is észrevehetjik, hogy pl. a 4 nem csak a 2-nek, hanem a -2-nek is
négyzete, sOt az Osszes értékkészletbeli elemre igaz, hogy ha valaminek a négyzete, akkor
annak az ellentettjének is négyzete, tehat visszafelé a hozzarendelés nem egyértelmii: a 0
kivételével az dsszes ertékkészletbeli elem 2 alaphalmazbeli elemhez is hozza lett rendelve.
Osszességében elmondhatjuk, hogy az f(x) = x? fuggvény nem injektiv, emiatt nem is
invetralhato, emellett nem is szlrjektiv. Jogosan meril fel azonban a kérdés, hogy oké, nem
invertalhatd a flggvény, de mi van, ha mégis visszafelé szeretnénk gondolkodni, és arra
vagyunk kivancsiak, hogy egy konkrét szdm minek a négyzete? Semmi gond, egyrészrél, fel
tudunk ra irni egyenletet, pl. ha arra vagyunk kivancsiak, hogy a 9 minek a négyzete, akkor
felirjuk, hogy x? =9, majd megoldjuk az egyenletet, akar szorzatta alakitassal, akar Ugy,
hogy tudjuk: a 9 a 3 négyzete, de emellett a -3-€ is, hiszen ha valami jé megoldas, akkor
annak az ellentettje is j0 megoldas, méas jo6 megoldas pedig nincs. De az is lehet, hogy fontos
nekiink, hogy a megforditast fiiggvényszeriien jelenitsiik meg: erre is van megoldas! Egesz
egyszerlien sziikitsiikk le mesterségesen az értelmezési tartomanyt ugy, hogy a problémat
okozo elemek legyenek kizarva. Mi okozza ebben az esetben a problémat? Az, hogy ha egy
szam valaminek a négyzete, akkor annak az ellentettjének is a négyzete. Semmi mas dolgunk
nincs tehat, mint hogy megakadalyozzuk azt, hogy egyidejiileg jelen legyenek az értelmezési
tartomanyban a szdmok és ellentettjeik. Ezt (gy tudjuk megtenni, hogy vagy a negativ, vagy a
pozitiv szamokat egész egyszeriien KIZARJUK. Ezt megtehetjik, hiszen, amint mar irtam,
fuggetlen valtozonak azt valasztunk az alaphalmazbol, amit csak akarunk, vagyis ha bizonyos
elemeket egyéltalan nem szeretnénk felhasznalni, ehhez is jogunk van, ekkor ezekhez az
elemekhez nem fog rendelni a flggveény semmit, vagyis ezek nem lesznek részei az
értelmezési tartomanynak. Nézzik meg pl. azt az esetet, mikor a negativ szamokat zartuk ki,
azaz lesziikitettiik az értelmezési tartomanyt a nemnegativ valos szamok halmazéara. Ekkor az
f(x) =x? fluggvény kolcsonosen egyértelmii, igy invertalhatdo is, hiszen minden
értekkészletben szereplé szdm csak 1 alaphalmazbeli elemhez lett hozzarendelve; igaz ugyan,
hogy annak ellentettjének is 6 a négyzete, de mivel az ki lett zarva az értelmezési
tartomanybdl, igy mégse lett ahhoz is hozzarendelve. Pl. a 4 csak a 2-h6z lett rendelve, mert
igaz ugyan, hogy a -2-nek is 4 a négyzete, de a -2 ki lett zarva az értelmezési tartomanybol,
vagyis a fliggvény 6hozza nem rendelt semmit. Ebben az esetben a fiiggvény inverze az
f(x) =+/x . Hasonl6 modon belathatd, hogy ha a nempozitiv valés szamok halmazara

korlatozzuk az értelmezési tartomanyt, akkor f(x) = —/x lesz az inverz fiiggvény.

Mindeddig olyan szam-szam fliggvényeket hoztunk fel példanak, melyek elvileg
minden valds szdmon értelmezhetéek, legfeljebb az f(x) = x? fiiggvény esetében a végén



,,mesterségesen” lesziikitettilk az értelmezési tartomanyt, hogy tudjunk invertalni. Vannak
azonban olyan szam-szdm fliggvenyek is, melyek még eredetei formajukban, a maguk
,természetes” mivoltaban sem értelmezhetéek az Osszes valos szamon. JO példa erre az

flx) = i flggveny, mely minden valés szdmhoz a reciprokat rendeli. Mar amelyiknek van

ilyen. Mert ha az x helyére 0-t helyettesitiink, akkor azt kapjuk, hogy f(0) = % ami viszont

értelmetlen kifejezeés, hiszen 0-val nem tudunk osztani. Barmilyen mas valds szammal viszont
tudunk, igy hat azt mondhatjuk, hogy az értelmezési tartomany a 0 kivételével az 6sszes valds
szam. A fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, hiszen minden szdm csak egy bizonyos szamnak
a reciproka. Ha invertalni szeretnénk, akkor minden szdmhoz hozzarendeljik azt a szamot,
amelynek 6 a reciproka. Ez viszont minden szamnak a reciproka lesz, hiszen egy szam annak
a szamnak a reciproka, ami neki is a reciproka (mas szoval azt mondhatjuk, hogy a reciprok

viszony kolcsonds: két szdm egymasnak lehet a reciproka). Vagyis az f(x) =i fliggveny

inverze 6nmaga. Emellett megallapithatjuk még, hogy a flggvény nem szirjektiv: ugyanis a
képhalmazbol a 0 elem nem lett semmihez hozzéarendelve, mivel a 0 semminek nem a
reciproka. Megjegyzend6, hogy az f(x) = x fuggvény inverze is 6nmaga, ezt hasonlé modon
belathatjuk.

Végezetil elérkeztink oda, ami bizonyara mar sokak vagya, akik a cikk olvasasa soran
idaig eljutottak: mégpedig, hogy &brazolni fogjuk a fliggvényeket koordinata rendszerben. De
hogyan is tudjuk ezt megvalositani? Ehhez egy analdgiat hasznalunk ki: nevezetesen azt, amit
mar az eddigiek soran is lathattunk, hogy a fliggvényszerii hozzarendelés 2 komponensi: all
egy fliggetlen és egy fiiggd valtozobol. A sik pontjai pedig ugyanigy, ha felvesziink egy
koordinata rendszert, 2 komponensbdl allnak: egy x és egy y koordinatabol. Innen adodik a
megoldas: a hozzarendeléseket abrazoljuk sikbeli pontokként, mely pontok x koordinataja a

fiiggetlen, y koordinataja pedig a fiiggd valtozo értékével egyezzen meg! Pl. az f(x) =%
fuggvény a 3-hoz az %—ot rendeli, igy ennek a hozzarendelésnek a koordinata rendszerben a

(3;&) pont felel meg. A tobbi hozzarendelést hasonldképpen abrazolva a hozzarendelési

pontok altal kirajzolt vonalat nevezzik flggvénygorbének. A fuggvénygorbék alakja
rendkivil véaltozatos lehet. Felrajzolasuk ugyanazon elv alapjan torténik: kiszamoljuk minél
tobb hozzarendelési pont x és y koordinatajat (ehhez hasznalhatunk tablazatot, melynek
oszlopaiban egymas alatt taldlhatoak az Osszetartozd fiiggd és fiiggetlen valtozok értékei,
melyek a leendé hozzarendelési pont x és y koordinatai lesznek), majd a kapott pontokat
berajzoljuk a koordinata rendszerben a megfeleld helyre. Ha pedig mar elég pontunk van
ahhoz, hogy lassuk a gorbe alakjat, akkor megfeleld alakt, jol illeszkedd vonallal 6sszekotjiik
6ket. De vigyazat! Nem feltétleniil jogos 0sszekotni vonallal a pontokat, errdl, ha precizen
gondolkodunk eldbb meg kell gy6zddni, pont errdl szol a fiiggvény folytonossaga, melyet
minden egyes fliggveny esetében bizonyitani kell. Mindazonaltal altalanos s6t kozépiskolaban
sem szoktak ezzel bibelddni, hanem egész egyszeriien dsszekdtik a pontokat, ami az altalunk
jol ismert elsé és masodfoku, exponencidlis illetve szogfiiggvények esetében valdban helyes
gyakorlat, csak elébb meg kellene bizonyosodni rola, hogy ez tényleg jogos. Utobbi azt
jelenti, hogy bizonyitjuk a fliggvény folytonossagat. Emellett a gérbe menete szempontjabol
fontos tulajdonsadg a monotonitas, mindezekrdl a legkozelebbi cikkemben lesz szo.



Az eddigiek soran megismerkedtiink a fliggvényekkel és relaciokkal. Megtudtuk, hogy
a relacio / hozzérendelés azt jelenti, hogy két halmaz elemei kozott kapcsolatot teremtiink, az
egyik halmaz elemeihez hozzarendeljik a masik halmaz elemeit. Amennyiben ez a
hozzarendelés egyértelmii, akkor beszélhetiink fliggvényrél. Megismerkedtiink az alapvetd
fiiggvénytani fogalmakkal, mint fliggetlen ¢és fiiggd valtozd, értelmezési tartomany,

értékkészlet, illetve tanulmanyoztuk a kolcsonds egyértelmiiséget és az invertalhatosagot
szam-szam illetve egyéb gyakorlati, nem szamokkal kapcsolatos fuggvényeken is. Veégul
attekintettik, hogy hogyan tudjuk a fliggvényeket vizualisan megjeleniteni koordinata
rendszer segitségével. Példaként dbrazoljuk az f(x) = x? fuggvényt:

X 3 [-25] -2 |-15] -1 |-05] O 0,5 1 1,5 2 2,5 3
fx) | 9 |625] 4 [225] 1 |025| O |025| 1 |225] 4 [625] 9
* 9 -

* . -

* N -

* -

* _ ¢

3

A kovetkezd cikkemben a fliggvények monotonitasrol és folytonossagardl lesz szo.




